Pendant la semaine qui a précédé les vacances de Noel 2011, s’est tenue,

Ce power-point présente un ensemble d’'images préparées par Claude

La présentation la plus fréquente a consisté a faire appel au premier pdf,

Du Pourquoi et de TEmploi de ce Power-Point

dans le college parisien Oeben, une petite exposition soutenue par des
exposés interactifs de présentation des ceuvres, et d’initiation a leu
contenu mathématique. Les 8 classes d’éléeves qui ont assisté a ce
exposeés, faits par Jos Leys et Claude Bruter, étaient agés entre 10 et 14
ans. En mars 2014, dans le cadre de la semaine des mathématique
organisée par I’Académie de Paris, de nouveaux exposés ont été faits
au college Rognoni, collége dit des Enfants du Spectacle.

Bruter, et d’ou il a extrait le contenu de ses propres exposés. A titre tres
indicatif, des exemples de commentaires sur ces images ont été
introduits. Selon l'inspiration du moment, les questions des éleves,
d’autres commentaires peuvent étre faits.

suivi des dernieres images du second pdf accompagnées par la
projection du film. Diverses animations, I’emploi de ficelles et de pate a
modeler et des différents modeéles de noeuds réalisés par Philippe Rips
et Dmitri Kozlov se sont révélés fort utile pour capter et fixer/I’attention

S

des éleves.
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* Diapo precedente :
Moi le 24 Déecembre

Vous ne me croyez pas? Il faudrait que je
vous Invite I'an prochain.

Diapo suivante:
Mon copain, Lapo-néon

esprit eclaire, il est alle en Russie, en est
revenu, refroidi !

C’était un bon mathématicien.







* En sixieme comme en quatrieme, il etait aussi
artiste et pouvait faire son auto- portrait,

grace aux mathéematiques, bien sur!

Les mathématiques, c’est quoi ? Retenez ceci : tout
simplement une maniere un peu élementaire,
mais efficace, de décrire et de representer les
traits essentiels du monde qui nous entoure.

Elles facilitent l]a comprehension et la prevision.




* Regardez autour de vous, vous voyez ici et
aujourd’hui:

des placards qui sont des parallélépipedes, cet
écran qui est un rectangle.

Le monde autour de nous est peuplé de formes. Et
ce sont ces formes principales que nous allons
d’abord découvrir. Les mathématiciens, qu'on
appelait autrefois des astrologues et des
geometres, les ont étudiees en premier.

Ce sont donc des formes fondamentales.




* Tenez, regardons l'autoportrait, quelles formes
voyez-vous ?
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* Des boules, des spheres et des cones

(glacés mais que ne fondent pas : des
verts pour les sapins de son
entourage, presque rouge pour le bout
de son nez ).

» Lapo-neon a fait son autoportrait :

Je suis sur que vous pouvez maintenant
faire aussi bien que lui pour dessiner
et peindre cette carte !

e Quelgues mots sur la sphere a travers
trois oeuvres de I'exposition. 10







e Dans le tableau fait par Tom Banchoff et
ses amis, on voit la sphere, placée au
dessus d’'un écran plat : les poles nord et
sud sont bleus ou bleus-verts, comme les

glaces de I'Artiqgue et de I'Antartique. Il fait

plus chaud au milieu de la sphere, comme
chez nous.

e Une source de lumiere est placée au pole
nord, elle n'est pas montree par l'artiste.
Sur I'écran plat on voit les images bleues
des glaciers, et entre les deux, I'image

rouge du chaud milieu de la sphere.
Regardez bien :
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L’image d’un cercle est un cercle.

Cette propriéete est tres importante, elle est
utiisée pour la fabrication des cartes de
geographie. Elle signifie qu'on tourne de la
méme facon sur la sphere et dans le plan de la
carte de geographie. Les mathéematiciens le
demontrent, c'est-a-dire savent expliquer
pourquoi il en est bien ainsi. Un énoncé que les
mathématiciens demontrent est appelé un
théoreme.

Cette image de la sphere sur I'écran s’appelle la
projection stéreographique de la sphere.




Deuxieme utilisation de la sphere par les artistes,
une oeuvre de Luc Béenard:

Luc est canadien. Il connait la glace et ses effets de
miroir. Alors il a pris des miroirs en forme de sphere
(des «luciphéres»).

Dans le tableau de Luc, chaque luciphere renvoie
sans arrét sur l'autre I'image du sol et de son pavage.
es images sont de plus en plus petites, mais
representent toujours le méme motif.

On est entré dans_l'univers fractal, caracterisé pa
I'auto-similarite, la repétition a l'infini a deﬁ échelle
chaque fois plus petites d’'un motif donne.







. Comme vous le savez, le cercle a un point milieu

gu'on appelle son centre, et tous les points du cercle
sont situes a la méme distance de ce centre.

Pour la sphere, c’est pareil. Elle a un centre, et tous
les points de cette sphere sont situés a la méme
distance du centre de la sphere.

Le cercle et la sphere sont donc manifestement des
objets qui appartiennent a une méme famille, la
famille des n-spheres.

Cette famille a été tres étudiee par les
mathematiciens, car l'intérieur des domaines délimites
par des objets de cette famille, les boules, servent
souvent de briques pour construire d’autres objets,
parfois plus complexes.
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'ai dit «parfois», non ce n’est pas sérieux, c'est souvent
plus complexes. Rien qu'avec les cercles vous n'avez
pas idée de tout ce qu'on peut faire !

a propriete essentielle du cercle, pour Ile
mathématicien qui ne s’intéresse guere aux questions

de longueur, de distance, est |la suivante - il est appelé
un topologue : si je me promene sur le cercle, en
partant d'un point quelconque du cercle, je reviens a
mon point de depart.

utrement dit, un cercle est comme une ficelle dont les
deux extremités se touchent. Le cercle change de
nom, de patronyme, il entre dans la famille d’objets

appelés les noeuds, dont il est le plus simple element.
7










» Et voici le voyage de Dmitri sur la sphere.

“Dmitri a voyage beaucoup plus que Laponeon. Il a
visité presque entierement notre terre. Quel veinard !

Il a trace en bleu le chemin qu’il a parcouru: une courbe,

tracée bien sur sur la sphere, et qui revient a son point

de départ. Un voyageur le long de cette courbe ne la
quitte jamais.

Une courbe le long de laquelle on se deplace, qui

permet de revenir a son point de départ, qu'on ne
quitte jamais, est, comme le cercle, un nceud.

Le miracle de Dmitri: si on appuie sur la sphere, elle
s‘aplatit, le noeud devient plat. Si on relache la

pression, le nceud se retrouve aussitot sur sa sphere
d'origine.







* Voici d’'autres noeuds réalises par Dmitri.

d. b, .
Comme vous le voyez, un noeud peut étre déforme de
mille facons, et de maniere douce.

On appelle homotopie une telle déformatfon.




. Le Ballet des Cing

http://www.josleys.com/gfx/Danse_03.mov

On commence par voir un point noir : il represente un
cercle de rayon nul. Ce point est donc ici un cercle
particulier, une _singularité de la famille des cercles.
Le rayon augmente et le cercle se deéploie, d'abord
dans le plan, puis en ondulant dans notre espace
habituel. Remarquez 'ombre du noeud sur le sol.

Regardez comme il se deéforme se tord, fait des
boucles. Vous voyez son ombre sur le sol : c’est une
courbe plane qui se croise, le nombre de
croisements est égal au nombre de boucles. La
courbe sur le sol est du genre appelé_epicycloide.
Elle servait, dans [lantiquite, a représenter le
mouvement des planetes autour du soleil. %




°* Lalegon a urer ae ce pnenomene .

 Ne prenez jamais I’'Ombre, I’Apparence pour
la Reéalité, le Nombre pour le Fait.

« Habitant le pays plat, vous voyez une courbe qui
se croise, alors que la réalité est une courbe qui
ne se coupe pas, sans croisement.

Le film se déroule : vous voyez apparaitre, separant
deux boucles consécutives, un point ou se produit
une légere rupture de continuité. En ce point la
courbe descend rapidement a gauche, et remonte
rapidement a droite. Ce point est encore appelé
un point singulier.




 Les mathéeématiciens aiment beaucoup et étudient avec
attention et ardeur les point singuliers. C'est la que se

produisent les évenements importants. La notion de
singularité est une des notions fondamentales.

. Les points singuliers sont rares,

« cest un theoreme de mathéematiques. Mais ils sont
hautement significatifs. Tenez, un président de la
republique est une personne singuliere, une singularité :
elle est la seule a occuper une position aussi haute au
sein de la societe, tout le monde le regarde, et son
pouvoir mediatique est immense.

La justification des points singuliers dans notre animation va
apparaitre. Cing personnages arrivent, et vont danser.
Suivez leur mouvement. lls posent le pied par terre en
descendant, et repartent en I'air apres avoir pris appui sur
le sol, ou ? Au point singulier, bien sdr. 25




* Apres l'autoportrait, un coup d'cell sur
I'architecture, un domaine immense qui,
dans ses debuts, a fortement contribué a la
mise en place des mathematiques
(geometrie des pyramides construites il ya
5 000 ans, calculs pour leur réealisation).

 Visite de I'HGtel des Invalides, construit
sous Louis XIV, ou dorment beaucoup de
généraux celebres, dont Napoleon, mais
aussi un geometre tres celebre, Gaspard
Monge, que d'ailleurs Napoleon admirait
beaucoup.







* Coup d'ceil aussi en passant a la basilique
Sainte-Sophie (Istanbul en Turquie), et sa
merveilleuse coupole construite en 537.

* Les minarets qui I'entourent (XV e siecle),
principalement des cylindres surmontes
d'un cOne, font penser aux grandes fusees
modernes !







* Apres cette courte visite lointaine, retour a
I’'hGtel (construit sous Louis le
quatorzieme, nous l'avons degja dit).







 Grossierement, le construiriez-vous
comment ?
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* L'emploi de parallélepipedes, d'un cylindre,
d’'une portion de sphere, d'un cone sont
évidents.

* Mais apparaissent autour de la coupole des
sortes d’anneaux qu'on appelle en
mathématiques des tores.

* Vont suivre deux images dues a Tom et a ses
amis: elles montrent deux tores plus ou moins
localement amincis et enlaces.










* Voici d'autres tores, bien connus de ces demoiselles :

« L’ animation qui suit montre des déformations du 2- tore
standard debouchant sur I'architecture romaine bien connue
ou se tenaient les spectacles du cirque :

 http://www.josleys.com/gfx/Tore_CB_01.mov
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* Nous avons oublié un détail: la croix au-
dessus de I'édifice.

* Pour la construire, on peut prendre un cube
creux ordinaire, ou une boite d’allumettes,
dont on déplie les six faces dans le plan
sur lequel repose le cube ou la boite.

* Libre a nous de deformer ces faces planes
comme nous I'entendons. On fabrique ainsi
une croix plate.







Examinons de plus pres notre cube. On va I'appeler
un 3-cube, car il a trois dimensions : une longueur,
une largeur et une hauteur.

Ses faces, des carres, sont plates, elles n'ont pas de

hauteur simplement une longueur et une largeur. Ces
carres sont donc de dimension 2. On va les appeler
des 2-cubes.

Ainsi un 3-cube a pour faces des 2-cubes, 6 en tout.

Les faces de ces carrées sont des traits, des
segments, des portions de courbes. La seule
longueur suffit pour le mesurer, ils sont de
dimension1. On va les appeler des 1-cubes. Ainsi les
faces d'un 2-cube sont des 1-cubes, il y en a 4e
tout.

n



2-cube 1-cube

» Les faces du 1-cube sont des points, des O-
cubes. Il y a en a 2 en tout.

Ainsi en descendant, on a des 3-cubes, des 2-
cubes, des 1-cubes, des 0-cubes.

On peut maintenant au contraire, monter en
ajoutant des dimensions. Si on ajoute aux trois
dimensions longueur, largeur, hauteur, le temps




 On aura un espace a quatre dimensions, et,
dans cet espace, un cube a quatre
dimensions, un 4-cube appelé aussi un
hypercube. Les faces de ce 4-cube sont des

3-cubes.

* Un tres grand peintre du siecle dernier,
Salvador Dali, s’entourait de mathématiciens.

Dali a déployé les faces de cet hypercube,
ces faces sont de vrais cubes, pour construire
avec elles une vraie croix.







* Sur le tableau, on distingue bien six cubes qui
forment la croix, et en arriere, plus caches,
apparaissent deux autres cubes.

* Pour compter les faces d’'un n-cube, qui
appartient a un espace a n-dimensions, c’'est
simple : comme il y a deux faces opposees
dans chaque direction, un cube a n-dimensions
possede 2n faces, 2n (n-1)-cubes !

* Ainsi le 4-cube possede 8 3-cubes, ils
apparaissent bien dans le tableau de Dali.




« Retour sur les tores et les nceuds.

 Voicli, réalisés par Philippe Rips, des nceuds a
trois et cing lobes ou feuilles. Un noceud a trois
feuilles est appelé un nceud de trefle.

* |Is presentent ici une parfaite symétrie. En les
faisant tourner tres rapidement autour d'un de
leurs axes de symetrie, on voit apparaitre en
brillance un tore.







* On montre ici deux images réalisees par
Jos Leys, ou I'on voit ces noeuds reguliers
s’enrouler parfaitement sur le tore.







* Les deux belles images qui suivent,
calculées par Jos, montrent un nceud de
trefle en or, autour duquel viennent
s’enrouler des fils rouge ou vert.







. Le Ballet des Trefles

° http://www.josleys.com/gfx/DanseNDT_01.mov

On voit d’abord, comme tout a I'heure, le cercle

singulier qui se déploie en un cercle standard
dans le plan horizontal.

Puis il tourne sur lui-méme autour d’'un diametre
horizontal dans notre espace habituel. Il se fige
dans un plan vertical, perpendiculaire au plan
horizontal.

Trois noeuds triviaux dans un plan vertical, obtenus
successivement par déformation du premier, un
cercle. Le troisieme noeud est un triangle : il a
trois points singuliers, les sommets du triaffgle.




0 AC

En noir, 'ombre de ces noeuds éclairés par les rayons du soleil situe a
I'infini dans le ciel. Ces rayons frappent le plan horizontal du sol
perpendiculairement au sol.

0 OM




Les rayons lumineux definissent la maniere dont se fait
projection. Hormis, pour les noeuds pris Ici en
considération, deux rayons exceptionnels qui ne
rencontrent le noeud qu'en un seul point, tout autre rayon
qui traverse le noeud le rencontre en deux points qui ont
la méme ombre, la méme image. Ce nombre 2 sera
appelé ici le poids de l'application de projection qui

appligue le noeud sur son image, son ombre, le segment

/A




e Sur les parties convenables d'une forme donnée,
le poids d'une application de la forme sur son
Image est presque partout constant !
C’est encore un théoreme.

.
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On découvre maintenant un nouveau phénomene
avec la construction de deux noeuds de trefle
symétriques par rapport a un plan meédian. Ce
sont deux noeuds qu'on ne peut pas superposer,
Ils sont differents de par leur orientation.

Sur celui de gauche, le danseur tourne vers sa

gauche, le noeud est levogyre, sur celui de droite,
le danseur tourne vers sa droite, le noeud est
dextrogyre.

Comme les noeuds le long desquels peuvent se

trouver des atomes, de nombreuses molecules se
présentent sous |'une de ces deux formes
lévogyre ou dextrogyre. 54




* En prenant une bande de papier, la vrillant d'un
angle de 180°, puis en collant bord a bord les
deux parties libres, on obtient ce qu'on appelle
un ruban de Mobius.

» Partant d'un point du ruban la téte en haut, on
peut parcourir le ruban et revenir au point de
depart: on a alors la téte en bas. On dit que le
ruban n’est pas orientable, puisqu’en un méme
point, on a a la fois la téte en haut et la téte en
bas.

» Ce qui est aussi remarquable est qu’en suivant
le bord du ruban, le trajet parcouru est un
noeud de trefle | Faites I'expérience !
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http://www.josleys.com/Canon/BachCanonlL_final.mov




* Depuis au moins le Haut-Moyen Age, certains
artistes ont éte fascinés par les nceuds. Chinois
(depuis 5000 ans) Celtes, Musulmans, ont creé
des motifs complexes comme ceux-Ci :
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chinois celte musulman



« Aujourd’hui la théorie mathématique des
noeuds est en plein essor, et joue un role tres
Important en mathématique et en physique.

o Géraud Bousquet, qui expose ici trois petites
ceuvres consacrées aux fractales, a crée un
tres bon logiciel de création de nceuds
celtiques.
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e Sont exposeées ici guatre ceuvres sur les

noeuds, deux hongroises (Farkas) et deux

serbes en bleu (Jablan):













Avec tous ces éléments :

o parallélepipedes et sa version simple, le
cube

e cylindres

e cOnes

 tores

e rubans simples ou de Mobius
e nocuds

Quels ensembles d’objets, d’animaux, de
plantes aimeriez-vous construire, et dans
qguels décors ?



 Revenons a des choses simples. On pourrait
parler pendant des heures et des heures de
tout ce que I'on peut faire avec seulement des
morceaux de droites (des batons), et de
cercles.

e D’abord, on peut reconstituer avec eux nos
rubans, nos cylindres, nos spheres, nos tores.

« Comment ? Je suis suUr que si on vous donnait
ces objets vous vy arriveriez. Regardez:



Les éléments en traits épais s’'appellent des bases. Les éléments en traits plus fins
s’appellent des fibres. On plante une fibre en chaque point de la base.

Rectangle en tant que ruban
simple aplati

ﬁ H Ruban simple quelconque
m Cylindre

aN
('b Sphere par rotation d’un cercle autour

d'un diametre

— . -~
@ /‘ Tore par rotation d’un cercle le long d’'un
~—==" autre cercle



- |e dispose un morceau de droite ou de cercle
sur une surface plane (ce morceau est appelé
une base), et je plante en chacun de ses points
un baton (ce baton est une fibre), j'obtiens un
ruban simple que je peux transformer en ruban
de Mobius.

- sl le cercle est complet, jobtiens un cylindre.

- Je fais tourner a toute vitesse un cercle autour
d’'un de ses diametres, j'obtiens la sphere.

- et sl en chaque point de ce premier cercle (la
base), Je place un autre cercle (la fibre) ayant
pour centre le point précedent, j'obtiens un tore.



* Il est tres eclairant de voir les objets géomeétriques
comme des espaces fibrés.

 Mais il ya geométrie et géométrie. La tribu des
geometres contient deux familles: ceux qui tiennent
compte des distances, les geometres complets, et
ceux qui considerent la distance comme une
caractéristigue un peu secondaire des objets et dont
IS ne se préoccupent pas; ce sont les géometres
topologues.

* En topologie, pour le topologue, un cercle et un carré
sont le méme objet, une brique pleine et une boule
sont aussi le méme objet. Fait en fil pour le cercle, en
pate a modeler pour la brique, ces objets sont
déeformables continlment sans perdre leurs propriétés
Intrinseques.




* Ainsi, le topologue ne fera pas de différence
entre les objets suivants:

- ces courbes fermées (= qui se referment sur

elles-mémes) dans le plan, qui sont donc des
noeuds simples et plats

OO (%

- ces surfaces dans le plan, dont les bords
sont les courbes précédentes

Q@ @ (¢




Les courbes sont de dimension 1; les surfaces
de dimension 2, et voicl des volumes de
dimension 3, équivalents (le méme objet) pour
le topologue

Q@ @ (¢
N

Attention: si vous percez I'un des objets de
part en part de sorte gu’apparait un trou, le
nouvel objet creé n'est pas équivalent aux
precédents !




. Devenant topologue, vous pouvez par exemple
modifier un cone a base circulaire (les fibres
sont des droites qui passent toutes par un point,
le sommet du cone) en:

- une pseudo-trompette (mathematiquement
une sphere dans un espace dit hyperbolique)
comme celles que I'on voit dans ce tableau de
Jean Constant:






* Ou bien transformer un tore en potiron, lui
accoler une pseudo-trompette, pour obtenir
cette surface appeléee un breather, située au
milieu du tableau primé par la National Science
Foundation, et resultant du travail conjoint de
Luc Benard et du mathématicien Richard
Palais.

* On voit dans ce tableau d’autres objets
mathematiques, une représentation de la
« bouteille de Klein » qui ressemble ici a un
vers s’enroulant sur lui-méme, d'autres
surfaces pouvant faire penser a des
coquillages.






* Retour aux arts plastiques.

* Le cubisme est mouvement artistique
développe en particulier par les peintres
Georges Braque et Pablo Picasso au debut du
XXe siecle. |l « prend sa source dans une lettre
de Cézanne a Emile Bernard, du 15 avril 1904,
de laquelle sera tiree une phrase souvent
repétée pour justifier les theories cubistes :

* « Traitez la nature par le cylindre, la sphere, le
cOne, le tout mis en perspective, soit que
chaque coté d'un objet, d'un plan, se dirige vers
un point central. » »




 Voicli, a titre d’'exemples, cing tableaux de la
periode cubiste :

Picasso Braque

Chagall
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* Notons que bientét les artistes cubistes
quitteront la position rigide du geometre pur
pour se rapprocher de celle plus souple du
topologue, plus traditionnelle eégalement.

« Utilisant les logiciels que vous trouvez sur le
web, devenez donc des artistes géometres,

puis topologues !



* Quelgques mots sur la décoration des objets,
batiments, vétements, eftc.

* Nous allons nous limiter ici a une seule
technique de decoration, celle qui fait appel a
ce que les mathematiciens appellent
« pavage ».

* On appelle pavage le remplissage complet
(pas de vide laissé en route) d'un domaine par
des motifs identiques.

* Voicli, a titre d'exemple élementaire, le pavage
du pont et de la voile d'une bargue egyptienne
figurant dans le tombeau du grand Ramses.
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Depuis les temps les plus recules, les artistes
ont crée des pavages.

Il en existe autant de types que de propriétés de
leurs motifs qui veulent étre conservees.

Depuis bientbt 150 ans, utilisant a la fois 'outil
geometrique et I'outil algébrique, les
mathematiciens ont etudié avec succes les
pavages, donnant pour certains d’entre des
theories completes.

Nous allons nous contenter ici de montrer
guelques pavages issus des theories récentes.



* Premier exemple, le pavage d'un disque par
d’autres disques.

* On appelle disque ou boule de dimension 2 le
domaine occupe par une piece de monnaie.

* Alafin du 19¢ siecle, le geometre Feélix Klein a
s'est interroge sur la possibilité d'un tel pavage.

La reponse positive a été apportee ces dernieres
annees par un trio de mathematiciens. L'un
d'eux, David Wright, a illustré la solution par le
tableau suivant, sur lequel se precipitent les
enfants des maternelles !






* L’illustration qu’en a faite Jos Leys est fort
belle :






Les pavage sur les surfaces planes, par exemple
dans les cuisines ou les salles de bains, ne
nous surprennent guere.

Un pavage sur un saladier est plus inattendu. Les
mathematiciens ont des techniques bien au
point pour les realiser.

Quand on les regarde de dessus et d'assez loin,
on voit quelque chose comme ceci :



Mauritz Escher, 1959

« Sielle est convenable, le saladier a une surface
qualifiee d’hyperbolique, ce qu'on voit sur le plan
s’'appelle un disque hyperboligue muni d’'un pavage
hyperbolique.

* En voici deux exemples stylisés, ceuvres respectives
de Jean Constant et de Ludmilla Sazdanoviz









Les pavages dans le plan sont les plus
habituels. Cela dit, la théorie mathématique a
permis d'enrichir 'immense famille des motifs
possibles, comme celui-ci du a Mike Field :

*‘ a o
I:T:i.l_ "l
s 1

_: =i : '-_-,_. ::l‘:- --II ,
' .--’E-'{"'*'- f"#ﬂi‘i"‘ﬁ ""H

ainsi que ce
denomme le septieme temple :






* A vrai dire, ce pavillon, en terme architectural
une folie, n'est pas encore sorti de terre. |l fait
partie d'un projet architectural de Parc de
Promenades et d’Activites Mathématiques que
I'école mathematique russe est en train de
visualiser.

» Dans la conception de ce parc, figure une
architecture nouvelle, associée a cet objet
mathématique appelé la surface de Boy, mise
en forme sur le plan analytique par Francois
Apéry.

 Voici quelques images de cette architecture



pavée par des quadrangles, et que I'on peut voir
de maniere un peu plus complete dans un petit
film realisé par Christophe Delsart, visible sur

http://www.math-art.eu/videos/Presentation_Juin_v01-Demi.avi
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http://www.math-art.eu/videos/Presentation_Juin_v01-Demi.avi







Le Pere Noel vous remercie pour votre
attention et vous souhaite une tres tres

Bonnhe Année
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