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1 Introduction

Il est une longue tradition de constructions de éfesl en mathématiques. Sans remonter a Archimédpeuat
évoquer le célébre catalogue de Martin Schillingrguense et décrit prés de quatre cent modéeld9gh, dont
certains survivent derriére les vitrines de quedglaboratoires de mathématiques. On en a un apersile trés
beau livre publié sous la direction Gerd Fisché})([

La plupart des modeles sont des surfaces pourilEms évidentes. Les surfaces réglées sont réslsg un bati
traversé de fils a coudre qui matérialisent lestelsayénératrices. En utilisant un bati déformalvigeut d'ailleurs
décrire une homotopie de surfaces réglées, parmedmdéformation d'un cone en un hyperboloideeénappe.
L'un des attraits de ces modéles, tient a ce gaarface, contrairement aux modeéles solides eneptét en bois,
ou méme aux modeles grillagés, n'est pas réaliséérigllement. Elle n'apparait que par son cordpparent qui
semble flotter dans I'espace un peu comme uneigaesibtenue par réflexion de la lumiére.

C'est cette qualité que l'on veut étendre & defaces engendrées par d'autres familles de cougbesour
commencer par des coniques, en utilisant les pEmimécaniques du fil de fer. Notamment cellefildiacier

du type corde a piano. Un tel acier est utilisé en
orthodontie sous le nom de jonc. Son élasticité se
traduit par le fait qu'il ne garde pas la trace des
déformations qu'il subit pourvu qu'elles ne soipat
trop importantes. Un fil de longueur donné soumilea
contraintes prend une position d'équilibre qui
matérialise une courbe.

Si on impose par exemple aux extrémités de se &wuch
en un point donné suivant un angle plat, ce qui
représente quatre contraintes, la position d'daeilest

un cercle. Si maintenant on impose en outre adéfil
passer par un second point du plan du cercle, icixgqu
une cinquiéme contrainte, le fil prend comme positi
d'équilibre une courbe plane convexe peu différente

— — " d'une ellipse. D'ou l'idée de construire une sarfac

engendree par des elllpses a Ia|de d'un bauequrel sont montés des fils d'acier astreints &faat au moins
cing conditions.

La surface représentée de cette fagon donne coasmseitfaces réglées l'impression de n'exister gweNement
par le biais de ses contours apparents, de pluéskau de coniques, comme auparavant le résearpitesd
fournit une premiére indication sur une maniére mamétrer la surface. En effet, il s'agit plus lde
représentation d'une surface paramétrée que dunf@éces géométrique. De sorte que si le modéle datn
déformable on modélisera une homotopie plus quiéh@mation d'objets topologiques.

Le premier modele que j'ai construit selon ce ppadfig. 1 ) est la surface de Boy du sixieme degmgendrée
par des ellipses passant par un point fixe [1]. @=déle est exposé au département de mathématigues d
l'université de Cagliari en ltalie. Je voudraissarter ici deux autres modéles. Le premier, le teodéntral
fermé du retournement de la sphére, est une suafgébrique réelle du huitieme degré engendréeipafamille
d'ellipses passant par un point fixe. Le seconduestmodéle déformable représentant I'homotopie léppe
gastrulation.



Avant de décrire ces modéles il m'a paru utile disgnter le cadre mathématique dans lequel pdutige la
position d'équilibre d'un fil élastique inextensibll s'agit d'un probléme ressortissant au cal@d variations.
Probléme au demeurant élémentaire dont la théstiaike notamment dans [5].

L'élasticité du fil d'acier se mesure par un modi#eitant plus grand que le fil reprend vite sanfoinitiale apres
disparition des contraintes. Depuis Daniel Bernpalh définit I'énergie potentielle d'un fil élagiie de longueur
fixée comme le produit du module d'élasticité mamioyenne du carré de sa courbure (ou de l'éctrd ea

courbure sous contrainte et sa courbure au repas ldacas ou le fil n'est pas rectiligne d'origamenme cela
arrive lorsqu'il est fourni en bobine). Plus ledit tordu ou courbé, plus sa courbure est graigsys grande est
son énergie potentielle. D'aprées le principe gérdgamoindre action de Hamilton, le fil tend a miiger son

énergie potentielle. C'est la mise en équationederincipe due a Euler, que nous allons d'aborailtat

2. Le probleme variationnel
2.1 L'espace fonctionnel
On représente un fil flexible inextensible par hiemin tracé dan§. On considére donc l'espace vectoriel réel E

des chemins de classé €acés dans I'espace euclidiénd'origine O, muni de la norme :

Il I = T‘UPII x@® I+ ISUP X ) 1l + T‘UPII x@ .

C'est un espace de Banach sur lequel la fonctiendellongueur :

1
_ My
A(X)—J I x @ dt
0
est continue. Il en est de méme de la fonctionnelle
1
(oo
M(x) = X (t) “dt
0

ou I'exposant 2 désigne un carré scalaire. On Rdéepartie fermée de,Eonstituée des chemins de longueur 1
paramétrés par longueur d'arc. D'apres le théodAszoli F est compact pour la topologie de la @gence
uniforme mais pas pour celle dg Bn s'intéresse aux extrémalegiden restriction a F.

2.2 L'énergie potentielle d'un fil flexible inextasible

La courbure d'un chemin x de &st donnée par la formule :
— ! " 1 -3
K= x| Ix

de sorte que sur F, son carré vaut :



La fonctionnelleu a donc aussi sur F, I'expression :

1

u(x) = Jr K( s)?ds.
0

C'est sous cette forme qu'Euler défidihBrgie potentielled'un fil flexible inextensible matérialisé par x.
2.3 L'énergie du chemin dérivé

Il est commode de regarder la dérivéeomme un chemin tracé dafis c'est-a-dire un élément de I'espace de
Banach E des chemins de classé @lus nécessairement d'origine O) muni de la narme

Il Il = |SU|0|| x@O I+ ISUIOIIX'(t) Il

La condition d'appartenance a F revient a tracehé&min dérivé (qui n'est plus nécessairement miguieur 1) sur
la sphére unité d&. La fonctionnelle & minimiser sur la sphére stécri

1
v(X) = Jr X ('s)?ds.
0

C'est IEnergie du chemin sur la sphére unité. La fonctionngllg'interpréte comme I'énergie du chemin dérivé.
Une extrémale d@ sur F est alors une extrémaledsur la sphére unité (plus nécessairement de lomgl)e
autrement dit une géodésique de la sphere, cdist-amn arc de grand cercle, parcourue a vitesestante. En
particulier x reste dans un plan fixe passant par l'originexite un vecteur constant u tel que &-8. Le produit
scalaire u-x est donc constant, ce qui prouve gastxracé dans un plan orthogonal a u mais neapagar
l'origine qu'a cause de la condition initialg ® O. Par intégration on trouve que x est un arcceele

éventuellement dégénéré en un segment de droitpe@trchercher les extrémalesidsur I'espace des chemins y
de F astreints a vérifier certaines conditions Euppntaires.

2.4 Calcul de la dérivée de

Il peut étre utile de voir que est de classe’@t d'obtenir du méme coup sa dérivée. On déflnitEx| — | par
Px,t) =X (1) ) , oud(v) = V2, de sorte que

1
v(Xx) = Jr W(x,t) dt.
0

Pour démontrer la dérivabilité desur g, on utilise le théoreme de dérivation sous lesigmmme. L'application
) se décompose sous la forthe ¢ o® ot ® : ExI - [ est donnée pab(x,t) = X(t) . L'application® est linéaire
et continue par rapport a x, elle est donc dérevalalr rapport & x et sa dérivée partielle est noatet s'écrit :

0P(x.t) -y =®(y,) =y(1) .

D'autre part est de classe'@t sa dérivée vaut :



Do(v) -w = 2v-w,

si bien quap est dérivable par rapport a x et que sa dérivégefia est continue et vaut, d'apres le théorép® d
fonctions composées,

A W(x.t) -y = (Dh( P(x.t) ) 0 0, D(x,1) ) -y = 2X(1) -y (1) .
Finalemenw est de classe'@t sa dérivée vaut :

1

Dv(X) -y =2 J( X (t)-y(t) dt.
0

2.5 Contrainte des demi-tangentes aux extrémités

Fixer les demi-tangentes aux extrémités de I'exdtémep revient a fixer les extrémités de I'extrémalevdair la
sphére unité. On prend pour origing=y(1,0) et pour extrémité, y= (expBy,0) , ot G 6, < 2r et Pest identifié &
Ix|. Une extrémale dei est donnée par l'arc de cercle horizontal centréi/@ d'origine O, d'extrémité
i(1-expiB,)/0; et orienté positivement. Il y aussi I'arc de cerblorizontal centré en @-2m d'origine O,
d'extrémité i(rexpif;) /(6,—2m) et orienté négativement. Il y a en fait une iiéirde solutions données par les
arcs de cercles faisant éventuellement plusieurs &ur eux-mémes centrés ef;ifkm) d'origine O, d'extrémité
i(1-expiB,) /(6,+2km) et orientés suivant le signe de k.

2.6 Contrainte isopérimétrique

On impose des conditions sur les extrémités etddesi-tangentes aux extrémités. Cela revient a beerles
extrémales de sur I'espace des chemins y d'origige=y(1,0) , d'extrémité y= expB,0) , tracés sur la sphere
unité et astreints a vérifier

& = &
ou
1
) = | ¥(s) os.
0

Il s'agit d'une contrainte diisopérimétrique. Dés lors qu'on impose des contraintes, il y ansidie chemins les
satisfaisant et les extrémales ne sont plus néoeseEmt des géodésiques de la sphére. Toutefoimei
géodésique de la sphére satisfait ces condititest, une des extrémales cherchées. Les applications

1

Y |- y(0), )~ y(1) ety— Jf y() dt
0

sont linéaires et continues suy, Bi bien que les équations y( 0) g y( 1) = y et (1) définissent un sous-espace
affine fermé A de E. On cherche donc les extrémalesvdsur la partie fermée G =n®\;, ot SO E; désigne



I'ensemble des chemins tracés sur la sphére @i .est non vide, on peut choisir une originesiy] G qui fasse
apparaitre I'espace de Banach sous-jacent & gavoir le sous-espace vectorigh Be E d'équations

1

¥(0)=0,y(1)=0¢ | y(ydt=0 @)
0

La fonctionnellev en restriction a Aest de classe'@uisqu'elle I'est sur,§voir &2.4).
2.7 Equation d'Euler-Lagrange

La contrainte isopérimétrique (1) introduit Maultiplicateur de Lagrange 2A (le facteur 2 permettra
ultérieurement une simplification) dans I'équatitauler-Lagrange. On écrit :

1 1
v(y) = J( N(s,y,y) ds etE(y) = J( M(s,y.y) ds,
0 0

avec
N(s,u,v) = ¥ et M(s,u,v) = u

La dérivée variationnelle de NA2M vaut (en supposant y de classg C

0 d a
[N+2A M] y = — (N+2AM) (S,y,y) = — — (N+2A M) (s,y,y) =2y +2A\ .
ou ds av

Le lemme fondamental du calcul des variations ditiige extrémale de sur G est donnée par un chemifl o
tel que

[N+2A M] -z =00z 0 E;on Ty, 3)

ou T, désigne l'espace vectoriel des chemins Fdels que, pour tout s, le vecteur z(s) soit tangelat sphére
unité en y(s) , autrement dit

y-z=0.
On a donc
y-z=0=(-y +A)-z=0,

ce qui donne équation d'Euler-Lagrange



yOy' =yoA,
Ou encore
XX = x0OA . (4)

Cette derniére équation s'intégre, compte tena @gendition initiale ¥, X0, Xso a l'instant gnon nécessairement
nul, en

XX = (XXg0) OA+Xso O Xsp -
On en déduit la constance du produit mixte
[X, X, A1=[xs0, %0, Al ,
donc, grace a (4) :
[X, X, X']=[%s0, %0, %0 ] -

Ceci prouve que le chemin est plan dés lors qteréon est nulle en un point. Le chemin x ne e plan qu'a
la condition nécessaire mais non suffisante quedeteurs - xo, X0, X; soient dépendants.

2.8 L'exemple de I'hélice circulaire

On considére la spire d'hélice circulaire

X=— (™ 2mm) .
2V2n

On a bien ¥ = 1. De plus = %, donc
[ X1Xao, X0, le] =0.

Par ailleurs :

-sSin2Is —cosats  Sin2is

| |

- | |
[x,x,x]=2mv2] cos2s -sin2ms -cosas | = 2reV2.

T

\



FIGURE 2 : La spire horizontale d’hélice circulagtla courbe verticale élastique d’Euler satisfaides mémes
conditions initiales. La fleche indique la décraisse de I'énergie potentielle.

Ona

1
u(x) = Jf X (syds = at.
0

La spire x est bien une extrémale du probléme ismgérique considéré. En effet on a
XX =x0OA,

avecA = (0,0, 2%/2) . Le chemin correspondant y sur la sphére wstéin cercle de rayonvR, ce n'est donc
pas un arc de grand cercle. Toutefois x n'est pasinimum deu car il y a des courbes planes donnant une valeur
inférieure. Il y a notamment I'une des courbestiglass d'Euler (voir la figure (2) et la figure @ynt est extraite

la courbe élastique plane) satisfaisant les canditinitiales.

3 Cas des courbes planes

3.1 Réduction de I'équation d'Euler-Lagrange

Par une rotation du repére du plan on peut se ranmancas oth =A° 0 P, O |, le plan étant identifié & On
retrouvera toutes les solutions par rotation autteuf'origine. Si on veut par exemple prolonger sokition de
part et d'autre de l'origine, il suffit de la rdeolavec celle dont la demi-tangente vexg. On a exclu le cad = 0
déja traité puisqu'il correspond a l'absence detraimbe isopérimétrique. On utilise comme paramétre
intermédiaire I'angle entre la dérivée st 'axe réel horizontal, de sorte que

x = %9, (5)
On notea( 0) =a,. L'équation d'Euler-Lagrange ( 4) prend la forred'éiquation du pendule circulaire
a +A%sina = 0,

dont on sait qu'elle s'inteégre par des intégralggtiques. Il y a les solutions triviales = 0 (1) qui donnent des
segments de droite. Aprés multiplication par'équation s'intégre en

2

a
— —Ncosx = A%(2p-1) ,
2
ou encore
’ ( o)
a?=4?| p-sirf - |,
\ 2)

avecp > 0, le cagt = 0 ne donnant que des segments de droites.dbesinode de pos@r=a/2, de sorte que



X(s) = é®
et que I'équation précédente s'écrive

B? = N*(p-sin’B) .

FIGURE 3 : Courbe élastiqugp,= 1

3.2 Casp=1:

L'équation différentielle s'écrit :

B =AcosB,
et s'intégre en
( B )
tg] —+- | =ves
L2 4)

On fait le changement de parameétre
x(s) = X(t) avec t we".
Ona
X (s) =AtX (1) ,
de sorte que la relation ( 5) s'écrit :

1 -t+6-1 -1

AX(t) = - €%9= +4i

t (1402 (1+0)?

On en déduit, avec la condition initiale (= 0,

t o A4(l+t) 4 1+V)

AX(t) =-Log - - +

v 1+ 1+v2

Ramené au paramétre s, on a (fig.)

(6)



4(1+veS)  4( 1+iv)
+

X( s) = —s— (7)
M 1W%?) A1)
4(1+ves) 2 ( 0o )
= S+ | 1texpi— |,
A10%E) A 2 )

avec les conditions initialeg x 0 et

j tg [(o*+0/4] =V
| tglla+ma] =ve'
3.3 Casp>1:

On poseu = 1/K. L'équation ( 6) s'écrit

A R
B =_ v 1-K3sir’B.
k

L'abscisse curviligne est donnée en fonctiorBdear l'intégrale elliptique de Legendre de premiéspece de
module k

k
s(B) == F(B) o,
A
ou
JELE
F(B) = | et 5= F(Bo),
0 V1-K’sirfy A

en posan, = ay/2. En effet, l'origine des abscisses curvilignetspeise a l'instant 0, de sorte quB.sE 0, valeur

a priori différente de s Cette fonction, comme les suivantes, dépend dduieok bien qu'on ne le fasse pas
apparaitre pour alléger la notation. Elle est cumiet strictement croissante. Elle s'inverse adaefonction
amplitude

B =amF(@)

Ceci donne l'expression @ea I'aide des fonctions elliptiques de Jacobi @osam et sn = sin am:

4[ cos(B) =cn Q/Kk) (sts) -



On en déduit :

A A A A
X (S) = cif — (5+5) — SIT — (S+§) + 2isn_. (s+3) cN . (S+%) .
k k k k

En utilisant la fonction dn de Jacobi (la dérivéd'dmplitude) qui vérifie
dr? = 1-K? sif,
on peut intégrer la partie imaginaire de I'expasgrécédente :

2. ( (X ) (A AR

Imx(s) = — | dn|] —s | - dn| —(s+) | |
Ak U Uk ) \ Kk ) )
(—— (A 'R
= — | V1-KsifBo- dn| —(s+s) | | .

Ak L \ k ) )

Pour la partie réelle on utilise I'intégrale eilipte de Legendre de deuxieme espéce de module k

u
E(u) = J( dritdt,
0

de sorte que

([ 2Y)Y 2 ( (A Yoo )
Rex(s)=9 1-— | +— | E| —(s+8) | -El -s| |.
LK) ak U Uk J Uk J)

Finalement

- E N
FIGURE 4 : Courbe élastiqup,= 2 ( “/ [ \] \

o T / /
S



X = s| 1- — |
LK)
2 ( A ) (A ) ) 3 (A D))
+ | El —(s*+%) | —E| —so | <idn| —(s*+s) | +idn| —s | |
Ak L k ) Lk ) Lk ) Lk )

34 CasOqu<1:

On poseu = sirf; avec 0 B, < 172. L'équation (6) impliqu@ O [-B1,B1] moduloTt, on peut supposer
notamment quo O [ —B1,B4] . Elle s'écrit

A e
B =_ Vv1-K3sirnB,
k
avec
k = sin*p,.

Comme précédemment l'abscisse curviligne est doandenction de par l'intégrale elliptique de Legendre de
premiére espece

k
s@) = N FB.K) —=o,

mais cette fois-ci le module k est strictement siepé a 1, e O [ —B1,B4] . De plus, nous avons fait figurer le
module k dans la notation de F car nous aurondibdsde modifier. On a toujours



S = KN F(Bok)

dn(Mk g) =V 1-K3sin’B,

FIGURE 5 : Courbes élastiques pqur 0, 994 ; 0, 98 ;
0,908,;0,5;0,25
U\o/

L'intégrale F converge quaril prend pour valeusf3; ou 3;. La fonction F est impaire continue et strictement
croissante sur{f31,34] . Elle admet pour inverse I'amplitude :

[
|
3
|
L

am:[-F(Bk) .\FBLK)] — [ BB -

La fonction x(s) est toujours donnée par la forn{uB¢ , mais s doit rester dans l'intervalle

[k k 1
| -- F(B1.K) —s0, = F(B1.K) - | .
L A A |

On peut noter que

(A 3 -
dn| —(s(By) +x) | =dn FBy,k) =V 1-k3sin’B, = 0,
L k )

de sorte que

2
Imx(s(By) ) = — v 1-k*sinBo . (9)
Ak

Caspy= 1/2:

On peut observer que dans ce cas qui n'est quaiparticulier du précédent, le terme linéaire digptadans la
formule (8) :

V2 [ [ A A (A ) )
Xs)=— | El —(s*9) | -E] — s | —idn| —(s+s) | +ivcos | -
A UL v ) Uv2 ) L v2 )




L'équation (6) prend la forme suivante

| — [ o]
o =AV2+ cost,aveca O ——, - |,
L 2 2]
qui rappelle celle de la lemniscate de Bernoulli

cos— | a-— |
Voos il 2

3.5 Récapitulation

L'équation différentielle (6) qui caractérise ledrémales du probléme isopéri-métrique donné\ &xé, une
condition locale. On peut donc obtenir des extrésakn recollant certaines des solutions précédentes
correspondant a une méme valeurdeu deA. Les courbes élastiques trouvées doivent étrentgubur 1. Par
ailleurs, on avait suppogé] P,", modulo une rotation du repére du plan. On a d@possibilité de faire tourner

les courbes précédentes pour obtenir d'autresnexted. Par construction elles ont pour origine @.demi-
tangente a l'originegxdonnea,. Les deux derniéres conditions initialgsex x (c'est-a-dire trois conditions, deux
pour % et une pour x & savoira;) déterminenh ety et la rotation a appliquer autour de l'origine.

On peut par exemple, dans le gas 1, déterminer la boucle élastique de longueffigl 3 ). La condition x=0
reportée dans (7) conduit & la valaur Ao etv = €%, oA, = 3,83.. est l'unique solution strictement positive de

I'équation :
A=4th_.

L'angle au sommet de la boucle vaut
8 = -8 Arctg €, 0113.

Si donc on impose a un fil de fer flexible et irendible de prendre la forme d'une boucle avec gheasu
sommet d'environ 113il prendra la forme de la figure . En revanch@rsimpose un angle au sommet différent
alors on trouvera une boucle correspondant a ueevedep différente de 1. Si cet angle vaut 18@ obtient une
courbe convexe qui approche suffisamment l'ellipsar rendre réaliste des modeles en fil de fer uttases
engendrées par des coniques.

FIGURE 6 : Boucle élastique



4 Modeéles en fil de fer
4.1 Le modele central fermé
4.1.1 Equations

Il s'agit d'une surface qui advient a I'étape @datd'un retournement de la sphére symétrique lgatesnps. On
parle de modéle central pour désigner une telliaser La construction géométrique d'un tel retonmere et donc
de son modéle central est due a Bernard Morin.({J) peut définir une notion de transition génégigntre deux
immersions de telle sorte que l'on puisse coderetournement de la sphére par la suite de sesitioauss
génériques (voir [2]). On peut alors distinguerspurs sortes de modéles centraux, suivant le rerder
transitions génériques qui apparaissent simultanérad'instant 0, a mi-chemin du retournement. Ledate
central dit ouvert rassemble deux transitions ggnés, un point quadruple et une transition appblégui opere
une chirurgie sur la courbe double.

Pour construire algébriquement la surface corredg@anau modeéle central, il y a intérét a examinetds ou le
maximum de transitions génériques y sont concentrEa effet une telle transition crée une dégénéres
algébrique, et plus il y en aura plus I'équatioadgurface sera simple & obtenir. D'ou la notemddéle central
fermé qui concentre cing transitions génériques: un tpgiadruple et cing  On peut alors définir le modéle
central fermé comme une surface algébrique réeilauitieme degré, c'est-a-dire I'ensemble des zémls du
polynéme du huitiéeme degré

P( X,Y,Z) =-72ADE*-18DEG(C+E)+3BG&(3B-4D)+4G',
ou

[ A=2Z(1-2), B = 20@+Y?), C = 2(¥-Xx?),
|  D=2Z E=4XY, G =3X+Y*+Z)-4Z.

Par construction, cette surface est engendréergafamille & un paramétre de coniques qui passemég par
l'origine et qui sont les images des méridiensadsgphére par la paramétrisation

1
— (com+2sim) cos}
V3

|

|

|

|

cos) I
f(d.n) = | 1 ;

|

|

|

|

|

1-sinncog(sin22—cosd) — (co91-2sim) sind
V3

cos)



oud etn désignent respectivement la longitude et la ldétde la sphére. Elle rentre tout a fait dans ruzdee.
4.1.2 Description du modéle en fil d'acier

Chaque méridien de la surface (autrement dit I'endign méridien de la sphére par f) est une elligsgente au
plan horizontal a I'origine. Pour déterminer ungsé il suffit de cing conditions linéaires indéplantes. Deux
conditions sont données par le passage par l'erigfifa tangente en ce point. On fixe deux autogsliions en
imposant les points d'intersection avec le planzbotal de cote 1. La courbe de niveau correspdadast
décomposée en un cercle et une astroide allongéen®ent dit une courbe du second degré et unebeaie
degré six, ce qui fait bien huit au total (fig..1.a derniére condition (qui elle n'est pas linépist donnée par la
longueur de I'ellipse, puisque que I'on veut ldiséaen fil de fer inextensible.

Le fil choisi pour ses qualités d'élasticité estagier inoxydable au nickel-chrome de section dam@y de
diamétre et de grande résistance a la tractionr@n2000 MPa). Le fil est naturellement courbécdidine si
bien qu'il prend, en l'absence de contraintespiané d'un demi-cercle. Le béti sur lequel vontigerfles fils de
fer est constitué de deux parties: un moyeu derigilacé a l'origine ou convergent tous les méngliet une
plaque de laiton ayant la forme d'un voisinage laibei de la courbe de niveau de la surface a la tote moyeu
comme la plaque sont percés de 116 trous devamigiedes 58 méridiens du modele.

Pour des raisons de symétrie (le modele a une sgniBbrdre quatre par rapport a l'axe vertica)nbmbre de
meéridiens devrait étre un multiple de quatre, pangple 60 . Mais il y a deux méridiens doublesguieexplique
les 58x2 = 116 orifices. On a d'ailleurs utiliséfilule section un peu supérieure (1mm de diamgtoely réaliser
ces deux méridiens doubles qui sont des cercles.

FIGURE 7 : La courbe de niveau du modéle centrahéea la cote 1

Dans le premier modeéle réalisé sous ma directior3pagorio Franzoni a I'Université de Cagliari €398 ([4]),
les méridiens sont en téflon.

lIs sont fixés sur un plan horizontal en bois (els du
modele) de cote légérement positive, et travergent
plan horizontal de cote 1 en plexiglas. Les dewngl
sont maintenus en position par quatre tiges métedt
(fig. 8). Le fait que le socle soit un peu au-dssdu
plan de cote 0 occulte le voisinage du pdle deittase
qui est pourtant essentiel.




De la l'idée du moyeu au pdle pour fixer tous lexidiens et avoir une meilleure image de la surfreson
voisinage. De plus, en utilisant le fil de fer dé@lus haut, les tensions s'équilibrent, si bieriln'est plus
nécessaire de maintenir les deux plans par unrsgstie tiges. Le socle ne sert plus a rien, quaplaude cote
1, il est maintenu en place au cours du montagendeisliens par une tige centrale que I'on 6tefinla

Finalement il ne reste que le réseau de coniqesemablées sur le moyeu polaire, et le voisinage deurbe de
niveau de cote 1 qui semble suspendu en lévitationretrouve les effets de contour apparent defcag
réglées. Ce qui est remarquable, c'est que le md@#it tout seul sans visserie ni soudure, ilessgierement
démontable. C'est le jeu des tensions des filedgtfi, d'une part, maintient chaque fil en posit en forme, et
d'autre part, suspend la piéce de laiton a latapee les fils doivent traverser le long de la beule niveau (fig.
9).

Les choses se compliquent alors un peu, la diviselfulaire ne fonctionnant plus avec la méme ragid
géomeétrique et chronologique. De plus, les blastemg'écartent du centre pour créer un espaceiréenfijuide
appelé blastocele. On arrive grosso modo a uneeploit l'intérieur est liquide: la blastula. Conmoe ensuite
l'opération morphologique appelée gastrulation, etk conduit au futur estomac de I'étre vivamtichentéron.
C'est cette étape qui nous intéresse.

Contrairement a ce qu'une premiere idée pourriaitda croire cet estomac ne trouve pas sa pldogéieur de la
blastula. Ceci poserait d'ailleurs un probléeme parifice anal (blastopore) qui devrait étre pgat dans la
surface de la blastula et laisserait échapper¢diquide blastocoelien. C'est pourquoi la gasttiah conduit a la
formation simultanée de I'archentéron et du blas®par une déformation géométrique sans déchmiwsetation
d'anses. La dénomination mathématique de ce typeéfiemation continue qui conserve la topologie est
l'isotopie.

Le processus consiste a creuser la blastula emaetpmt du péle animal, par un mouvement d'invaginaun
point proche du pdle végétatif, a la maniere dalioh dégonflé dont on enfoncerait la valve (fif.)1



FIGURE 10 : Gastrulation de la blastula par engoli

Sous l'effet de cette embolie, la blastula premdsala forme d'un bol comme aurait dit La Palices€Cle bord
circulaire de ce bol qui en se contractant doramg et délimite le volume de I'archentéron (fegibuccal quant
a lui se forme ultérieurement). Toutefois si onlisgacette déformation sur un ballon dégonflé,dataction du
blastopore entraine la contraction du volume deH&ntéron et finalement on aboutit & une chawssettplus en
plus étroite ou l'estomac et l'intestin n‘ont plug place.

Il est clair que nous avons schématisé a I'exti@m@ocessus de gastrulation dans le but d'eniextiea partie
géomeétrique.

4.2.2 Quasi-retournement de la sphére

Le modéle géométriqgue de gastrulation défini cisdesmontre une maniére d'aborder le retournemena de
sphére. En effet, la gastrulation décrit un procgdér passer de la sphére a une sphére doublemeite (la
gastrula). Au cours de cette déformation le cetglgatorial de la sphére se contracte en un peitiidlstopore), et
I'un des hémispheres, disons I'némisphére nordemasintérieur de la sphére double tandis qéenitphere sud
reste a I'extérieur. Si bien qu'en échangeant le dés deux hémisphéres et en faisant une dégsgirylon
obtient une sphére retournée.

Néanmoins tout n'est pas résolu, car s'il n'y a éedire mathématiquement sur I'étape qui va deplere de
départ au seuil de la sphére double ainsi que'&apé symétrique qui démarre juste aprés la spidrele pour
arriver a la sphére retournée, il n'en va pas dmendu passage par la sphére double, ou Ia, onusafiaire a
une immersion. L'application n'est plus de rangxdsux points de I'équateur. Dans ces conditionsrqumi tout

simplement ne pas se contenter d'aplatir la sghéran disque double, puis d'échanger les deus fdwelisque et
de regonfler la sphére qui est alors retournée Dartas le rang de l'application chute en toupdéds du bord
du disque double qui, du reste, proviennent égaieihe cercle équatorial de la sphére initiale, damriori rien

de plus grave qu'avec la gastrulation mais avearalicité en prime.

Un argument géométrique plaide pour la gastrulattancours d'un retournement le plan tangent epaint doit
effectuer un tour complet sur lui-méme; ce phénamem se produit pas avec le passage par le dismumed ce

qui laisse penser que, méme en le perturbant, abstiendra pas de retournement de la sphére acéepta
revanche, pendant la gastrulation les plans tasgamt péles subissent une rotation relativatdet donc une
rotation de Zrau cours du retournement complet. En réalité &rgkation est un quasi-retournement de la spheére,
autrement dit la limite d'une suite de retournemexbila ce qui incite a chercher un retournementadsphere
mathématiquement acceptable au voisinage de leutiin.

4.2.3 Description du modéle

Ceci posé nous voulons ici utiliser les proprigtésfil d'acier pour illustrer I'nomotopie que naaxons appelée
gastrulation. L'objet que I'on veut construire @s¢ sphére rendue déformable par la flexibilitéfibd'acier qui
matérialise ses méridiens. Le modéle est condituguatre types de piéces:

1. seize méridiens en fil d'acier de section de 1mndidenetre, identique a celui utilisé pour le modele
central.



2. deux moyeux en laiton: chaque moyeu est un cylifgdein de diametre 3cm traversé dans son axe
vertical d'un trou de diamétre 6mm, et dont I'uas fhces horizontales est fendue d'une mortaidende
de profondeur et de 12mm de largeur. Par aillegizesrayons horizontaux régulierement espacés sont
percés au diameétre de 1,1mm, de facon a recewoinégidiens. La face du moyeu non fendue est percée
au diameétre de 1,5cm a une profondeur suffisante faire apparaitre les seize orifices (fig. 11).

\
\L FIGURE 11 : La poignée et le moyeu du modéle dégjasion

3. une tige d'acier inoxydable de 34cm de long et fy5de diameétre de section, filetée a un bout, ed&eu
a l'autre bout a un tenon devant s'ajuster exactedams la mortaise d'un moyeu.

4. une poignée de manipulation en trois pieces: ugquaisd'aluminium de 5cm de diametre et de 8mm
d'épaisseur, percé en son centre d'un filetagentieeaevoir la tige filetée; un écrou permettant de
solidariser la tige et le disque; un cylindre dailtium de 9cm de long et de 3cm de diamétre doat un
extrémité est munie d'un tenon s'ajustant a lI'snnaigyeux, et l'autre est un disque identique acéuoient
(fig. 11). L'axe de ce cylindre est percé d'un tlelbmm devant laisser coulisser la tige. Il eatigue de
caneler les deux disques d'aluminium sur la trapche faciliter la prise de la main.

Pour assembler les piéces on commence par mostaerddadiens sur un moyeu. Chaque fil d'acier éss@ldans
l'un des orifices du moyeu jusqu'a ressortir frameént de l'autre cété. Avec un chalumeau, on taitfe

I'extrémité qui est apparue par le centre du mogleufacon a produire une petite boule qui empécleefih de

repartir. Une fois les seize rayons montés surdener moyeu, on répéete la méme opération avetrd'amoyeu
de telle sorte que les mortaises des deux moyeigntsdu cbté extérieur a la sphére formée par ézes
meéridiens. On glisse alors la tige a travers lasxdmoyeux en bloquant son tenon dans la mortaise dés
moyeux. A l'autre extrémité, celle qui dépasseadsphére, on enfile le cylindre d'aluminium dontdeon vient
s'adapter a la mortaise du deuxieme moyeu. Puissse le disque d'aluminium a I'extrémité de la teg on
bloque avec I'écrou. Le modeéle ainsi construitrésgnte comme une sphére montée sur pied.

4.2.4 Manipulation

Le modéle garde une symétrie de révolution au cders manipulation. Chaque méridien subit une radddion
identique. La manipulation du modéle se décompaseleaix mouvements: une translation du pdle sudade |
sphére en fil d'acier vers son pole nord obtenupoaissant le moyeu inférieur vers le moyeu supgteelong de
la tige au moyen de la poignée, et une rotatioduerpossible par le systéme de tenons et mortqisgsermet
d'entrainer le moyeu supérieur a l'aide du disgued la tige tout en maintenant le moyeu infériauiaide de la
poignée. La translation tend a aplatir la sphéreusudisque en forcant les méridiens a se plietean milieu.
L'énergie potentielle du fil et donc l'effort a four deviennent trop importants et on risque dedhar la limite
d'élasticité au-dela de laquelle le métal prendm déformation plastique irréversible. Mais, graaeprincipe de
moindre action rappelé en introduction, le fil tednaminimiser son énergie potentielle, de sorte ga'ivrille et
impose un mouvement de rotation, ainsi que I'on ajgercoit en libérant la poignée et en se contémta la
pousser avec un doigt. La sphére s'aplatit al@bedhéme sur un disque, chaque méridien prenalharé
approximative d'un demi-huit horizontal (fig 6) nbtgie assez proche de celle du fil dépourvu déraintes.
C'est la que le degré de liberté en rotation desdieés sur les moyeux est crucial. Sans ce degrébérté
I'aplatissement est impossible.

Au cours de cet aplatissement le moyeu inférietauané d'environ 90par rapport au moyeu supérieur. On peut
imposer a l'aide de la poignée une rotation supptéaire dans le méme sens pour atteindre lesr&gQis. Il se



produit alors un phénoméne a premiére vue étonfedisque se referme brusquement en une sphérefaisu
plus petite que la sphere d'origine.

4.2.5 Explication du phénomene

La rotation totale de 18@end a donner a chaque méridien la forme d'urlecarceci prés que les deux extrémités
ne sont pas exactement alignées puisque les deyauxime peuvent se confondre en un seul. La coesben
fait I'arc d'hélice circulaire décrit au paragrapt®8). Chaque méridien cherche a minimiser sorrgéme
potentielle, or, comme nous l'avons dit en (2.8nlgue I'arc d'hélice circulaire soit une extréanak n'est pas un
minimum de I'énergie potentielle. Le minimum dedéggie potentielle avec les conditions initialepasées par
le modele est un arc de la courbe plane décrites darfigure (), de sorte que le méridien recherahe
configuration plane, et celle-ci ne peut étre gaedivale, puisque tel est le plan des deux orifiezevant les
extrémités d'un méme méridien.

On peut noter a ce propos que si une courbe mieiltésergie potentielle, sa symétrique par rapparplan
horizontal a Il'origine convient aussi. Cela cororgp a deux cas équiprobables dans I'expériencdistpie se
referme sur la main du manipulateur, ou bien iteferme vers I'extérieur. Pour favoriser le deueéras, plus
commode pour l'observation, il suffit, au moment kan impose la rotation supplémentaire, de pousser
I[égérement vers le haut le disque formé des masdplatis.

Pour en revenir a la déformation d'un méridiepaisse d'une position quasi horizontale a une paositerticale
par le mouvement décrit figure (2). A partir du merhou une boucle entame son redressement, efrensa
voisine dans le méme mouvement et de proche erm@routes suivent et viennent se bloquer dans séipo
verticale (fig . 12).

5. Conclusion

Nous avons tenté de montrer qu'en utilisant lepnités mécaniques d'un matériau courant, le ditief, on
pouvait renouveler la conception de modeéles ed'ditier, a l'usage des mathématiques. Les quetpneraples
présentés ici ouvrent la voie a bien d'autresgétdins. Les musées scientifiques pourraient eissér a ce genre
de réalisation, quelque soit au demeurant la répulgue pourraient avoir leurs conservateurs pusTmins
entrainés dans la mode du virtuel et du tout intéra figer les mathématiques dans des sculptoreggées du
contact des visiteurs. Il n'en reste pas moinsngp&ut conserver un certain espace pour des ahgtyiels qui
laissent, au méme titre qu'un objet artistiquepdasibilité d'une relation plus sensitive qu'unaécdigitalisé
d'aussi bonne résolution soit-il.
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